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Introduction1

L'usage des vecteurs permet de transcrire les problèmes de géométrie liés au parallélisme (colinéarlté),

à l'othogonalité, aux questions métriques (distance, mesure des angles). Si l'on associe les vecteurs à

un repère du plan, il est alors possible de traduire ces problèmes en termes de calcul algébrique dans

R.

Un problème géométrique peut ainsi se traiter de trois façons: soit à l'aide des théorèmes de la

géométrie, soit par des moyens vectoriels, soit par la méthode analytique. Cette dernière ramène la

recherche des solutions des problèmes géométriques à la résolution d'équations ou d'inéquations. On

parle alors de géométrie analytique, fort utile dans l'étude des courbes ou la détermination des lieux

géométriques.

RalZlZel

Un repère du plan est un triplet (0, i, j ) où 0 EP et ( i, j .
1. ) est une base de tJ! 2' l'ensemble

des vecteurs du plan. Le point 0 se nomme origine du repère

2 M(ml,m2) .

~)
Xl + X2

2
Avec PI(XI ,yJ et P2(X2,Y2), M milieu de [Pl, P2]4. M<';>

--
AB = a.' CD

--.-5. 51 0 $ {AB, CD}, alors (AB) Il (CD) -

--
Il x .v Il = 1 x 1 .11 v 17. Pour la nonne,
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Vecteurs orthogonaux2

Définition
-+ -+

Deux vecteurs AB et CD sont dits orthogonaux si et seulement si l'un des deux est

nul ou si (AB) -L (CD).

-+ -+
AB.l CDNotation:

Selon la définition des vecteurs orthogonaux, on a

-+ -+-+
0 E{u, v

---
0 E {x.u , y'v }a) 'V {x, y} C IR* -

-.
0 ft; { u, v} et avec AB = ub) Si

-. -.
et CD = v et {x, y} C R*

alors
-+-+

x.u = AB' et B' E(AB)
--

Y'Y = CO' et D'e(CO)et

(AB') = (AB) (CD') = (CD)
-+ -+

~ AB.LCD

et--
u.lvenfin v {x, y} c IR* (AB) .l (CD)<:> --

AB' .l CO'(AB') .l (CD')
-+ -+

x.u .l Y'V

~

~

On a alors la propriété suivante

Selon la définition des vecteurs orthogonaux, on a

---
Pour 0 ~{U, v]

- -, avec AB = u
- -

etBC=va) ona
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--
u.lv ~

.;:;.

-
-

--
Pour u = 0 ,

-+ -+
O.lv 110+-::112 0112 + Il:112

110112

b) ---
Pour v = 0 ,

--
u.LO Il;+0112 = 11-;112c) -

On obtient ainsi pour les vecteurs une propriété analogue à celle de Pythagore pour le triangle

rectangle.

.

--nI~ { U, v } C'v 2
--
u.lv 11-; + -; 112 Il ~ Il 2 + Il :112

<:;.

Définition
--
i, j ) est une base orthonormée B.O.N. si et seulement si

7 7
Iii

-:+J Il = 1.l et =

8
-+ -+
i 1. jPar la propriété des multiples de vecteurs orthogonaux, on a

--
x.i .iy.j=;.

-:;; 112
~ ~2

=IIX'l+Y"JII = Ilx-? Ir+
7 2

Y' J Il

= X2 Il i If + y2 Il j 112

2 2
=X +y

_/2 2
=VX-+y-11-::

On obtient ainsi, pour la norme d'un vecteur, le théorème suivant.

-;; = (;)

.J~2-:7

-
Il v Il =Dans une base orthonormée, si alors
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Un repère ( 0, i, j ) est dit orthonormé (R.O.N.) si et seulement si la base ( i, jDéfinition

est orthonormée.

Pour la distance de deux points, on a

ona

--
u-Lv ~ = Il :112 + Il;112

2 2 2 2
= (X + y ) + (X' + y' )

2 2 2 2
= (X + y ) + (X' + y' )

= 0

--
= 0ç:..

= 0-
~

On obtient ainsi un critère d'orthogonalité de deux vecteurs.
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Changement de repère3

M Translation de l'origine

Définition Une translation de vecteur v, dans le plan, est une application t v: P -+ P telle que

VA EIP (A,t9(A»)Ev .

Soit le vecteur v = (:) dans la base orthonormée (1, 1) .

Par une translation de vecteur v, l'origine 0 devient O', de

coordonnées (a;b) dans le repère (0, i, j).

Quel que soit P de coordonnées (x;y) dans le repère (0, i, j) et

de coordonnées (x';y') dans le repère (0', i, j) on a

--00 , -.. b ..-

=V=a"l+ "J

t OP 7 7 t O ' P ,'" ,7
e =X"l+Y"J e -X "l+Y")

<=> (;)=(:)+(;',) <=> (;)=(;:;',)
---

et cr' =OO'+O'p

f

-~x:-x-a~~~~{ x=a+x'

y = b + y'
.;:;. -

..1.z. Rotation de centre 0

~I=
(~S Y

)sin y
= (-:;)j '=!et
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Pour une rotation de centre o et d'angle de mesure

'f, quel que soit P de coordonnées (XiY) dans le

repère orthonormé direct (0, i, j) et (x';y') dans le

R.O.ND. (O,i',j'),ona

œ =x'i'+y'j' dans (O,i',j').

Et dans le repère (0, i, j) on a
Jt

cos(-+YJ2



œ-x' (C~Y)+ ,(-sinY )smy y cosy

(X) (X' cosy -y'sin Y)Y = x'siny + y'cosy

Alors, dans le repère (0, l, J) ~

{ X'=XCOSY+YsinY
y'=-xsiny + y cosy--

~

4 La droite

M Droite de vecteur directeur d passant par un point Pl

-+ (dl ) -+ --+
Soit un point PI(~'YI) et un vecteur directeur d = d2 .Alorsavec d ~O ,ladroited(PlI d)

-+
passant par Pl et de vecteur directeur d est l'ensemble des points P tels que

-.
d( Pl, d ) = {P EIP

---+
P1P = kd et kEIR Ainsi,

-
'='>

~

-.
P(X;Y) E d(PI, d )

~ -.
PIP =k.d

--+ -.
PIP et d colinéaires

! x -Xl dl! = 0
y -YI d2

d2x-dly = d2xl-dlYI~

(1-

On peut aussi exprimer l'équation( 1) en écrivant tous les tennes dans le membre de gauche
~x-d1y+ (- ~~+d1Yl) = 0

Le nombre -~~+~Yl est constant. Donc à toute droite de vecteur directeur ü =
-b )a est

associée une équation du type

et (a,b) ~ (0,0) (2)ax+by+~ = 0
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Et on a déjà démontré en 2ème année que {M(x;y) E P 1 ax + by + C = 0 et b ~ O} est une droite du

plan. Alors 1'équation cartésienne ax + by + C = 0 caractérise une droite du plan si (a,b) ~ (0,0).

Remarque

On appelle ~uation d'une courbe une équation qui lie les coordonnées x et y de chaque point de la

courbe.

~ Droite de ~ente m ~assant ~ar un ~oint Pl

Si la droite d est donnée par deux points distincts A(a 1, a2) et B(bl,b2), elle a pour vecteur directeur

-. (dl ) - (bl -al ) b2 -a2
d = = AB = b .Si bl ~ al' le rapport m = b--=-- se nomme coefficient

d2 2 -a2 1 al

directeur de la droite d.

-~ (-~ X-Xl)peut aussi s'écrireAlors, si dl * 0, l'équation 1 Y-Yl

1 Y-YI = m(x-xI) 1 (3)et

est une équation cartésienne d'une droite de pente m passant par un point Pl

~ EQuation dite "e~licite" -Fonction affine

Dans l'équation (3) 1 on peut isoler y et l'on obtient

y = m ( x -~ ) + YI <.:. y = m x + ( YI -m Xl)

Iy = mx+h1 (4)et h = Yl-mxl-
A tout x, on associe un et un seul y, on a une application affine f et f{x) = mx + h

Pour trouver l'intersection de cette droite avec le deuxième axe, on pose

7Géométrie analytique et produit scalaire dans le plan



M S):stème d'éguations ~aramétrigues

A chaque point P du plan, on associe un et un seul nombre k tel que
-.~-.

P(x;y) E d(P1, d) ~ PIP =k.d ~

( 5)~

8 ~ Droites ~articulières

, donc d = (~ ) .Si la droite est parallèle à d(O, i), un vecteur directeur est colinéaire à

{X = ~ + kdLes équations pararnétriques (5) deviennent y = YI 1 et k E IR

Quel que soit k, c'est-à-dire quel que soit le point de la droite, l'ordonnée y est égale à l'ordonnée du

point Pl par lequel passe la parallèle à d(O, i ).

Réciproquement, si y = YI

les équations paramétriques (5) donnent

Alors, un vecteur directeur de la droite est

{ X = ~ + kd1
= + kd et k E1R ~ d2 = 0

Yl Yl 2

d = ( d ) , un vecteur colinéaire à i et la droite est

18 parallèle à d(O, i ~

Ainsi, l'équation [!~~~-
caractérise une J!arallèle à d(O.jJ.

Les équations paramétriques (5) deviennent {x: "I + kd et k E IR
Y YI 2

Donc, quel que soit k, c'est-à-dire quel que soit le point de la droite, l'abscisse x est constante et

égale à l'abscisse du point PI par lequel passe la parallèle à d(O, j ).
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Réciproquement, si x=~

~=oles équations paramétriques (5) donnent

Alors, un vecteur directeur de la droite est

Jx, : x, + kd, et k EIR =
1 y Y, + kd,

Ci -( ~), un vecteur colinéaire à et la droite est

parallèle à d(O, j ).

~~~

Ainsi, l'équation

caractérise une ~arallèle à d(O. J 1.

On retrouve une équation cartésienne ax + by + C = 0 pour une parallèle à (0, i) avec a = 0 et b ~

0 et pour une parallèle à d(O, j) avec b = 0 et a~O.

.4& Positions relatives de deux droites.

~x+b2y+~ = 0

-b2

)a2

~

et d2 =

Droites ~arallèles

~ Il ~ si et seulement si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires, c'est-à-dire si et seulement si le

déterminant de leurs composantes est nul.

Droites sécantes

il résulte

Droites confondues

Deux droites sont confondues, si elles sont parallèles et ont un point commun.

9Géométrie analytique et produit scalaire dans le plan



2..l EQuation cartésienne à l'aide d'un vectem norntal

Si d est une droite de vecteur directeur n = (::), alors la droite orthogonale à d passant par

Le vecteur Ii est appelé vecteur normal de l'orthogonale.dl = {M EPPl(Xl,YV est

Par le critère d'orthogonalité de deux vecteurs, la droite normale à Ii est l'ensemble des points

M(x,y) tels que
(x-"I )~+(Y-Yl)~ =0

-
C'est l'équation cartésienne de la droite normale à il passant par P 1.

~ Relations entre les coefficients et entre les 12entes de deux droites orthogonales

~x+b2y+~ = 0Soit ~x+bly+~ = 0 et

les équations cartésiennes de deux droites dl et d2"

a2 = (-~2)al = (-~l) etLeurs vecteurs nonnaux respectifs sont

Alors, selon le critère d'orthogonbalité, on a

Si aucune des deux droites n'est verticale, les premières composantes des vecteurs directeurs

-'-bl --bZ )dl = et d Z = sont différentes de 0 et on a
al az

-al.1. a2 = 0
~.id2 -

= 0~

= 0~

1 = 0

@~~~=
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Produit scalaire6

§.l Définition et ~ro~riétés

On se rapportera toujours dans œ paragraphe à une base ou un repère orthonormé.

Le produit scalaire est une opération fixée par le théorème-définition suivant.

--,-+= a.bNotation: alb1 + a2b2

fi découle de la propriété des vecteurs associés à une base, qu'à chaque vecteur correspond un

couple unique de composantes; al' aü bl, b2 étant uniques, le nombre x = al bl + a2 b2

existe et est unique et la relation est une application.

Remarque

fi convient de distinguer les trois types d'opérations suivants.

1. L'opération interne dans IR, de R x R vers IR, produit des nombres réels.

2 L'opération externe, de R X 0/2 vers 0/2, produit des réels et des vecteurs

3. L'opération de 0/2 X 0/2 vers R , produit scalaire des vecteurs.

- ( Wl) alorsW -,

-W2
Par définition du produit scalaire, si

--
v.u--

u.v1. = Vt Ut + V2U2= UIVl + U2V2 =---
(u + v). W = (Ul+VJWl + (Ul+Vl)Wl2

(UIWI + VIWJ+(U2W2 +V2W2)

U.W + V.W

-,,+-
= î..{i.v)-

(ÂU
-
v = ).(Ul Vl + U2Vz)

3.

--
V'V4.

= (À1IVV1 + ()..uv V2

2 2= V1 + V2 ~ 0

et le produit scalaire de deux vecteurs possède les propriétés suivantes.
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Remarques :

1. On ne dit pas "commutatif" mais "symétrique" car l'opération n'est pas interne.

2 On ne dit pas "associatif" mais "homogène" car il y a deux produits différents.

3. Le produit scalaire est aussi additif et homogène dans le second argument.

4. Un produit (une application) additif et homogène est aussi dit linéaire.

5. Un produit (une application) additif et homogène dans les deux arguments est dit bilinéaire.
-2 --2 2 -26. (v) = v.v = V1 + V2 = Il v Il

L'application f de 0/2 vers 1R+ définie par

mentionnée au théorème sur la nonne.--
u .l v .;;. xx' + y y' = 0 .;;.

--u.v = 0

7.

Deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul.

Selon la remarque 6, on a

--
11 2 u+v --2= (u + v ) 2 ---2= (U + v ) (U + V) = (U) + 2 U'V + (V )

---2
+2u'v +lIvll11-;;112

--1

U'V = 2: 11-;;+-:112 -; 112 -Il -::112)

On peut ainsi calculer le produit scalaire de deux vecteurs aussi à l'aide de leurs normes et œlIe de

leur somme.

--1

u.v = :2

--

112
u+v ;112 ~112)

n s'en suit

Le produit scalaire est indépendant de la base orthonormée choisie.
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~ Produit scalaire et ~rojection orthogonale

Si T est un vecteur directeur unitaire de la droite d et (0,1) un repère d'une graduation g de d- -
associée à la distance, alors 01 = i et OIg = 1

-+ -+
OM = ai

~

~

OMg = aOIg- --
OM = OM.i

= a = g(M)Si ME d, ona = œl=>- -
OM et i

Ainsi, 

si sont colinéaires,

Avec

-
-='"

HM.ll

(if =

-+ -:"
OH. 1 + 0 car

---
( OH .i ). i

-
OH OH.l OH= =

On peut alors énoncer le théorème suivant.

---
Si 0 ~{a, b

-+ -+-+ -,.+
, a = OA, b = OB, C= p.L(A) E(OB), D= p.L(B)E (OA) , alors

D~-+ -+-+-+
a .b = OA. OB

B
---

(OC + CA)- OB

OC. OB + CA.OB--
oc- OB + 0

~ ~ ~ -+ -+ -~ --
-+-0-+
a .b = OA. OB = OA. ( OD + DB) = OA. OD + OA. DB

--
OA-OD + 0=

Géométrie analytique et produit scalaire dans le plan 13



Soit -: le vecteur unitaire et de même sens que b.

b IIb
-.e

Alors

-+ -+
OA .(II OB

--0-+a.b = -., a-(lIb II-e) = -+ -+-+ -+
-e) = IIOBII(OA-eet

--
= Il OB 1/ .OC

On peut résumer ces résultats sous la forme suivante.

---
Si Oft:{a, b

scalaire de deux vecteurs est égal au

1. produit scalaire de l'un et du "projeté othogonal" de l'autre
-+-+ -+ -+ -+ -+ -+-+
a.b = GA. OB = ac.OB = OD.OA

2 produit de la norme de l'un et de la mesure algébrique du "projeté orthogonal"
de l'autre ----,,+
a .b = OA. OB =

--
1 OB 1/. OC

--
DAI/- OD

(Exercice pour les classes de Sciences)
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7 Distance point -droite

7.1 Distance ~oint -droite

Par définition de la distanœ d'un point à une droite,
ô(B,d) = ô(B,H) et H = P 1. (B) E d .

Par théorème de la mesure algébrique du "projeté-
orthogonal", avec n ~ 0 colInéaIre à BH on a

pour tout A de la droite d

-1 -
AB.(-. n) HB=

"~"

Alors =

Soit ax + by + C = 0 une équation cartésienne d'une droite d et fi = (:) un vecteur nonnal à la

droite.

Alors, pour tout A de la droite d
-+ -+

IAB.n 1
<:(B,d) = IHBI =

ô(B,d) =~

ô(B,d) =-
.v~~

ax + by + c = 0 c = -ax -byetavec

ana
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Remarque

Si d n'est pas verticale, alors b ~ 0 et ax + by + c = 0 -ax-c
-Y= b

Soit A et B de même abscisse xl et A E d.

YI > -axl -c

b
<;,;.

b > 0 et bYl > -8)(1 -c et 8)(1 + byl + C > 0

ou

b < 0 et bYl < -axl -c et axl + bYl + c < 0

b et ax 1 + bYl + c de même signe.~

~ Bissectrices

On sait que chaque bissectrice de deux droites est un axe de symétrie de ces droites et leur réunion est

l'ensemble des points équidistants à ces droites.

Alors, si alx+bly+~ = 0 et azx+b2y+~ = 0

sont des équations cartésiennes de deux droites dl et d2, la réunion des bissectrices de ~ et d2 est

l'ensemble des points P(x;y) tels que
ô(P,~) = ô(P,d2)

l~x+bly+~1
-ç~V al .,. Dl

l~x+b2y + Cz

..J~~b;-
=

~x+bly+~ ~x+b2y+~
-:t

-'a2+b2 --'a2+b2"'Y éli T Dl "'Y él2 -r D2

~

On obtient deux équations cartésiennes des deux bissectrices des droites dl et d2

Géométrie analytique et produit scalaire dans le plan 16
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8 Angle orienté d'un couple de droites

~ Définitions

Si (1, D est une base de 0/2 d'orientation positive, on appelle angle directeur d'une droite d de
.

vecteur directeur d l'angle orienté ~ (i ; d) de mesure o..

RemarQues

1.

Siladroiten'estpasparallèleàladroited(O,T),sapenteest m = tgx si X = mraci(4-(i;d».2

Soit deux droites dl et ~ de vecteurs directeurs respectifs ~ et ~ ' al = mrad(L) (i ;;;1) et
--+

az = mrad(l.(i ;dz). On appelle angle orienté du cou~le de droites (dl;~) l'angle orienté

4.(~;dz) demesure ~ = ~ -al.

L'angle orienté correspond à la rotation "directe" autour de leur point d'intersection qui amène dl sur

~.

~ Détemlination d'un angle orienté

Si aucune des droites n'est parallèle à la droite d(O, r) et si les droites ne sont pas orthogonales on a

tg qJ = tg «:l2 -al)

tg a2 -tg altg q> = 1 + tgo.l tgo.2~

1'"-- ~I1 tgcp =1+ ~I~

Géométrie analytique et produit scalaire dans le plan 17
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~ Ex~ression trigonométriQue du ~roduit scalaire

".. ...
Soit deux vecteurs non nuls a et b et l'angle onenté ~( a, b ) de mesure 0.. Le prodUIt scalaIre

-+étant indépendant du repère orthononné, on peut arbitrairement choisir i , le premier vecteur de la

--- ,... -base, colinéaire à a et de même sens que a avec OA = a et OB = b. Si OM = u est le

-+
vecteur unitaire de même sens que b et, alon; M appartient au œrcle trigonométrique et

--:+. 7U = cosa..} + SIDa..)

~ = Il ~ II- iAvec

.,-+ .,-+.,-+
b = IIb Il.u-- [ -- a -b = Il a II- i

---
= Il b Il. (cos a. .i + sin a. .j )

][ --- .Il b Il. (cos a. .i + sin a. .j )ana

-;11.

~~~~~~J

-"'"*
ba'et

--
la.b 1

-
a IlbSi l'on prend la valeur absolue, lcasal, avec Icosal~1

on obtient l'inégalité de Cauchy-Schwarz

--
laob 1 ~

-
a b

Faisceau de droites9

~x+b2y+Cz = 0Soit alx + bly + CI = 0 et

des équations cartésiennes de deux droites dl et d2.

Si dl nd2 = {P}, alors toute combinaison linéaire de ces deux équations avec (kl ,~) # (0,0)

k1(alx+b1y+~) + ~(a2x+b2y+Cz) = 0

~b1+~b2}y + k1~ + k2~ = 0( kl al + ~a2 ) x +

Géométrie analytique et produit scalaire dans le plan 18



est une équation cartésienne d'une droite dépendant des paramètres ~ et ~ .

Si ~ et d2 se coupent en un point P, les coordonnées de P vérifient simultanément les équations de

dl et d2 et par conséquent celle de la combinaison linéaire. Une telle équation caractérise un faisceau

de droites et toutes les droites du faisceau passent par le point fixe P.

Si dl Il ~ et kl ~ -k2, l'ensemble des droites du plan d'équation

(~~+~~)x + (~bl+~b2)y + kl~ + k2~ = 0

( al bl

a2 b2
est une direction du plan car dtll~ = 0-

Iklal +k2a2

al

k1bt + k2b2

b1
et = k1al~ +k2a2b1 -k1al~ -k~lb2

= 0

Ainsi, le déterminant des coefficients de x et de y dans l'équation cartésienne de dl et de chaque

droite du faisceau est égal à O. Donc les droites sont toutes parallèles à dl .

Le cercle10

.1.Q..,1 Eguations du cercle

Dans un repère orthonormé (0, i, j ), le cercle étant l'ensemble des points P équidistants d'un point

fixe Po' on a

-
I/PoPI/~ «Po,P) = r ~P(x;y) E C(p 0 ,r)

V (X_XO)2 + (Y-YO)2- =r

et r>O~

Géométrie analytique et produit scalaire dans le plan
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~ et r>O

w+è Q.>O}
?'-A.P(x;y)EIP 1 AX2+ Ar+ Bx+ Cy+ D = 0 et A~O etRéciproquement,

~

est un cercle fixé par une équation cartésienne du deuxième degré en x et y dans laquelle

.le terme en xy est absent

.lesooefficientsde x2 et y2 sont égaux et non nuls.

~+è
4A2

~+è
24A

En effet, AX2+ Ai+ Bx+ Cy+ D = 0 et A~O et D
-:A>O

D
-:A>O

W+C_Q>o1. A,
et A~O et

~

B2+C D-
4A2 -A

~ =

Rem~ue

2 2 B C Dx + y + Ax+ AY+ A = 0

et a2 + b2 -4c > 0

Avec A ~ 0, l'équation cartésienne du cercle devient

X2+ i+ax+by+c = 0ou aussi

1.Q..6 Construction du cercle

Voici trois méthodes pour obtenir une équation cartésienne d'un cercle passant pas trois points non

alignés.

1 Les trois points appartenant au cercle, leurs coordonnées vérifient l'équation cartésienne. On

obtient ainsi trois équations pour trois inconnues a, b et c de x2 + y2 + a x + b y + C = O.

2 Le point de concours des médiatrices de deux paires de points donne le centre Po <"oi y 0) , puis

la distance du œntre à l'un des points donne le rayon r.

3 L'égalité des distances de chacun des trois points au centre donne deux équations qui

déterminent les coordonnées du centre Po ("0; y 0) 1 puis la distance du centre à l'un des points

donne le rayon r.
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Il Droites et cercles

ru Position relative

X-Xo> 2 + (Y-YO> 2

ax + by + c = 0

2 une équation cartésienne d'un cercle

=r

et une équation cartésienne d'une droite.

Les solutions du système tonné par ces deux équations, si elles existent, sont les coordonnées des

points d'intersection du cercle et de la droite, puisqu'elles vérifient simultanément les équations des

deux ensembles.

Pour résoudre un tel système, on peut isoler une inconnue (y par exemple si b * 0) dans l'équation de

la droite et on la substitue dans l'équation du cercle. On obtient ainsi une équation du deuxième degré

à une inconnue (en x) dont le nombre de solutions, donc de points d'intersection, dépend du

discriminant de cette équation

2 solutions distinctes

1 solution double

pas de solution

~ - Ç'>

A=O

A<O

~

droite sécante

droite tangente

droite extérieure
au cercle

~ <;>

2 points d'intersection

1 point d'intersection

intersection vide~ $:> -
On utilise cependant plus volontiers une méthode directe basée sur le critère géométrique de la

distance du centre à la droite.

Ô(P 0' d) < r .;,;, droite sécante

Ô(p 0' d) = r .;,;, droite tangente

Ô(p 0 ' d) > r .;,;, droite extérieure au cercle

(Cette deuxième méthode ne fournit pas les coordonnées des points de l'intersection. Elle précise la

position relative droite -cercle.)

~-XJ;..oblème de la tangente ~ar un ~oint

Exemple

Détenniner les tangentes issues du point P (9; 4) au cercle de centre C (4; -1) , de rayon r = VS.
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La tangente de pente fi inconnue a pour équation: y-4 = m(x-9)

Pour utiliser la condition ~ 0' d) = r, on écrit l'équation sous la forme cartésienne

mx-y+(4-9m)=O

Alors <"X:P 0 ' d) =

~

25 m -10 m + 5
2

2m -5m+2

2m+l

0

<=>- -

1
m=2

m=2 1
mE{:z,2}et~ ou

On a donc deux tangentes d'équations:

y-4 = 2(x-9) y-4

Y

et

y = 2x-14 et

2x-y-14 = 0 et x-2y-l = 0

ll..3 Thngente en un ~oint du cercle

Le rayon aboutissant au point de tangence Pl est orthogonal à la tangente. Alors, par le théorème de

la projection orthogonale relatif au produit scalaire, on a, quel que soit P appartenant à la tangente,

PoP'PoPl = PoPl.POP1

~ ~. ~ = (~r

2~ PoP.POP1 = "PoP 1 ,

---2~ pop. POPl = r

On en déduit alors la relation analytique suivante
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ill--Mngentes de Rente donnée

(X-Xo> 2 + (Y-YO> 2 2Soit un cercle d'équation =r

et une droite d'équation y = mx+h

La droite est tangente au cercle si et seulement si sa distance au centre égale le rayon.

Pour utiliser la formule de la distance,on écrit l'équation de la droite sous la forme:

mx-y+h = 0

rnxo -Yo + h
Alors la droite est tangente si Ô(p 0' d) = = r -~~-~

-v:~~-
~

-
L'équation des deux tangentes est donc

y-Yo = m(x-xo) :t r~~-;'~

m Puissance d'un Roint Rar raRRort à une cercle

Théorème et définition

Soit un cercle de centre Po et de rayon r, et un point P 2 . ---
Quelle que soit la sécante (AB) passant par le point P 2 1 le produit scalaire P2A. P2B est constant.

Ce nombre constant se nomme la ~uissance du ~oint P 2 par rapport au cercle.
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Soit M le milieu de [A,B].

P2A. P2B -(P2M+ MA).(P2M+ MB)

'--'
= (P2M+ MA)-(P2M-MA)

2 2

7P2

(Pythagore )

--
=PzM -MA

= lp;Mllz-llMAllz

+
= IPoPzlz-IIPoMllz-IMAlz

--+ ---+
= IPoPzlz- (IPoMllz+ IMA Il)

= 1~IZ-rZ (Pythagore)

-p =P;Â. ~ =1I~1I2-11On a bien un produit constant

On remarque que la puissance d'un point P 2 par rapport à un cercle d'équation donnée se calcule en

remplaçant les coordonnées x et y par celles du point P 2 dans l'équation canonique du cercle écrite

sous la forme f(x,y) = O.

Propriété

Si le point P 2 est extérieur au cercle, la puissance de P 2 égale le carré de la distance du point P 2 au

point T de tangence de l'une des tangentes au cercle issues de P 2 .

~ Axe radical de deux cercles

Théorème et définition

L'ensemble des points du plan qui ont même puissance par rapport aux deux cercles non

concentriques est une droite. Cette droite s'appelle axe radical.
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Propriétés

1

2

3

4

5

L'axe radical est une droite orthogonale à la droite passant par les centres

Si les deux cercles sont sécants, l'axe radical est la droite contenant la corde commune.

Si les deux cercles sont tangents, l'axe radical est la tangente commune.

La partie de l'axe radical de deux cercles, extérieure aux cercles, est le lieu d'où l'on peut mener

aux cercles des tangentes de même longueur.

Si deux cercles ont une tangente commune, l'axe radical passe par le milieu du segment

déterminé par les points de tangence.

~~ntre radical de trois cercles

Lorsque les centres de trois cercles ne sont pas alignés, les axes radicaux de ces cercles pris deux à

deux sont trois droites concourantes. Leur point d'intersection est appelé centre radical des trois

cercles.

Déterminer l'axe radical de deux cercles non sécants à l'aide d'un troisième cercle coupant les deux

premiers.

~ Cercles orthogonaux

Deux cercles sécants sont dits orthogonaux si leurs tangentes respectives aux points d'intersections

sont orthogonales.

Déterminer la condition analytique d'orthogonalité de deux œrcles et établir un rapport avec la

puissance d'un point par rapport à un cercle.
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13 Problèmes de lieux géométriques

Définition On appelle lieu géométrique un ensemble de points défini en compréhension, c'est-à-

dire un ensemble dont les points satisfont à une ou plusieurs conditons.

U.1--.:!2étermination d'un lieu géométriQue à l'aide des vecteurs

Souvent la formulation vectorielle des conditions données permet d'obtenir une équation canonique,

c'est-à-dire la relation liant les coordonnées des points de ce lieu.

Cette méthode convient bien à la résolution de problèmes liés à des questions relatives à la distances

d'un point à des points fixes ou à des droites données. C'est de cette manière que l'on a obtenu les

équations des bissectrices de deux droites, celle du cercle ou celle de l'axe radical de deux cercles.

m D(!termination d'un lieu géométrigue }2ar élimination de }2aramètres

Il n'est pas toujours possible de transcrire immédiatement à l'aide des vecteurs la condition

caractérisant les points du lieu géométrique. C'est parfois le cas lorsque celui-ci est défini par un point

mobile situé à l'intersection de deux figures dont les positions varient.

On s'efforce alors de décrire chaque figure à l'aide d'une équation paramétrique, le paramètre

caractérisant les différentes positions des figures. On cherche aussi une équation liant les paramètres

et correspondant à la condition caractérisant les points du lieu. La résolution du système d'équations

par élimination des paramètres conduit à une équation canonique du lieu géométrique.

Souvent, il suffit d'éliminer un paramètre entre deux équations ou deux paramètres entre trois

équations.
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ll.,1 Exem121e

Soit deux points distincts Pl et P 2' Par Plon donne une droite et par P 2 l'orthogonale à celle-ci.

Trouver le lieu des points d'intersection de ces deux droites lorsque la première tourne autour de Pl .

Remar<!ue

-\MIx.y>

La possibilité de changer le repère permet de

l'amener à occuper une position particulière par

rapport à la figure étudiée dans le but de

simplifier les calculs algébriques. Il est alors

souhaitable de choisir judicieusement la position

des données dans le repère, à condition de ne pas

restreindre la portée générale du problème par le

choix d'un cas particulier.

~~

~(-a;o)

Méthode vectorielle

On choisit Pl et P 2 sur l'axe (Ox) avec 0 milieu de (Pl' P 2 J.

Les droites (Pl M) et (P 2M) étant orthogonales, le lieu E cherché est fensemble des points tels que

M(x;y) EE <0> P1M. P2M = 0

<0> (x + a )( x -a) + (y -0)( y -0) = 0
2 2 2.;;> x+y =a

qui est l'équation canonique d'un œrcle centré à l'origine et de rayon a.

Le lieu cherché est donc un œrcle dont le centre est le milieu du segment [Pl, P 2 ] et dont le rayon est

~ ô(P 1 ' P 2 ).

Remar<!ue

Lorsqu'on a trouvé l'équation du lieu, onYinterprète géométriquement en se rapportant à l'énoncé du

problème.

Méthode ~ar élimination du ~aramètre

Comme les droites pivotent autour de Pl, respectivement P 2 ' on choisit d'exprimer les équations de

ces droites en fonction de leurs pentes qui serviront de paramètres.
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M{x;y) EE

~ y -0 = ml (x + a)

-y-O =ffi2(X -a)

<=>

{ m lm 2 = -1 et aucune droite verticale

ou M = Pl et la première droite est verticale

ou M = P2 et la deuxième droite est verticale

2La résolution de ce système de trois équations par élimination des paramètres donne 2 2x+y =a
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